
1 数项级数

知识点回顾：

• 级数敛散性概念; Cauchy收敛准则

• 正项级数的收敛判别法: 比较判别法;积分判别法; Cauchy判别法; d’Alembert判别法; *Rabbe
判别法

• 一般级数的收敛判别法: Lebniz判别法; Dirichlet/Abel判别法

问题 1.1. 讨论下列级数的敛散性:

(1)
∞∑
n=2

n

(logn)logn
;

(2)

∞∑
n=2

1

n(logn)p
(p > 0);

∞∑
n=3

1

n(log logn)q
(q > 0);

∞∑
n=3

1

n(logn)p(log logn)q
(p, q > 0);

(3)

∞∑
n=1

sinna;

(4)
∞∑
n=1

(
1− cos

1

n

)p

(p > 0);

(5)

∞∑
n=1

2n sin
π

3n
;

∞∑
n=1

n tan
π

2n
;

(6)
∞∑
n=1

(
1− p logn

n

)n

(p > 0);

(7)
∞∑
n=1

∫ 1/n

0

√
x

1 + x2
dx.

Solution. (1)收敛,因为 n充分大时,有 an < n−2.
(2)第一个级数: p > 1时收敛, p ≤ 1时发散;第二个级数: q > 1时收敛, q ≤ 1时发散;第三个级

数: p > 1时对任意 q都收敛, p = 1时只有 q > 1才收敛, q < 1时发散. 利用积分判别法.
(3) a = kπ时收敛,其余发散.
(4) p > 1

2 时收敛; p ≤ 1
2 时发散. 因为 an = O(n−2p).

(5)两个级数都收敛.
(6) p > 1时收敛, p ≤ 1时发散;因为 an = O(n−p).
(7)收敛;因为 an = O(n−3/2).

问题 1.2. 讨论下列级数的敛散性 (要讨论条件收敛或绝对收敛):

(1)
∞∑
n=1

sin
(√

n2 + 1π
)
;

(2)

∞∑
n=1

(−1)n
(2n− 1)!!

(2n)!!
=

∞∑
n=2

(−1)n
1 · 3 · · · · · (2n− 1)

2 · 4 · · · · · 2n
;
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(3)
∞∑
n=1

cosn
np

(p > 0);
∞∑
n=1

(
1 +

1

n

)n cosn
np

(p > 0);

(4)

∞∑
n=2

(−1)n√
n+ (−1)n

.

Solution. (1)条件收敛;首先 |an| = O(n−1),故取绝对值后的级数发散. 注意到如下变形: sin
(√

n2 + 1π
)
=

sin
(√

n2 + 1π − nπ + nπ
)
= (−1)n sin

(√
n2 + 1π − nπ

)
,再用 Lebniz判别法.

(2)条件收敛;用 Lebniz判别法可知该级数收敛,因为 |an| = O(1/
√
n),故取绝对值后的级数发

散.
(3)第一个级数: p > 1时绝对收敛, 0 < p ≤ 1时条件收敛,此时证明收敛用 Dirichlet判别法,在

证明取绝对值后级数发散时,要用到如下估计:

| sinn|
np

≥ sin2 n
np

=
1− cos 2n

2np
.

第二个级数同样当 p > 1时绝对收敛, 0 < p ≤ 1时条件收敛,此时证明收敛时用 Abelpbf比较方便.

(4)发散. 考虑
∞∑
n=2

(−1)n√
n+ (−1)n

− (−1)n√
n

.

问题 1.3 (10.2第 6题). 设 limn→∞ nun = l,其中 0 < l < ∞. 证明: 级数
∞∑
n=1

u2n收敛,但
∞∑
n=1

un发散.

Sketch of Proof. 利用 un = O(1/n). #

问题 1.4. 设正项级数
∞∑
n=1

un收敛,求证: (1)
∞∑
n=1

√
unun+1收敛; (2)

∞∑
n=1

un
1− un

收敛.

Sketch of Proof. (1)用均值不等式放缩; (2)利用 un → 0. #

问题 1.5. 设级数
∞∑
n=1

an
nx0
收敛,求证: 当 x > x0时,

∞∑
n=1

an
nx
收敛.

问题 1.6. 设 {bn}是单调递增的正数列,证明:

(1)
∞∑
n=1

bn+1 − bn
b2n+1

收敛;

(2)

∞∑
n=1

bn+1 − bn
bn

收敛当且仅当 {bn}有界.

Sketch of Proof. (1)利用 0 ≤ bn+1 − bn
b2n+1

≤ 1

bn
− 1

bn+1
.

(2)必要性: 注意到 0 ≤ bn+1 − bn
bn+1

≤ bn+1 − bn
b1

. 充分性: 利用
bn+1 − bn

bn
≥
∫ bn+1

bn

dx
x

. #
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问题 1.7. 设 {an}是单调递减的正数列,其部分和记为 Sn =
n∑

k=1

ak. 若 {Sn − nan}有界且 {an}收

敛. 证明:
∞∑
n=1

an收敛.

Sketch of Proof. 固定 n,对任意m > n有

0 ≤ Sn − nam ≤ Sm −mam ≤ M.

令m → ∞,可知 Sn有界. #

问题 1.8. 设正项级数
∞∑
n=1

an收敛,证明: lim
n→∞

1

n

(
n∑

k=1

kak

)
= 0.

Sketch of Proof. 记部分和 Sn =

n∑
k=1

ak 且 S0 = 0. 利用 Abel求和公式:

n∑
k=1

kak =

n∑
k=1

k(Sk − Sk−1) =

n∑
k=1

kSk −
n∑

k=1

kSk−1

=

n∑
k=1

kSk −
n−1∑
k=1

(k + 1)Sk = nSn −
n∑

k=1

Sk.

#

问题 1.9. 设正项级数
∞∑
n=1

an收敛,且 {an − an−1}单调递减. 证明 an单调递减地趋于 0,且

lim
n→∞

(
1

an+1
− 1

an

)
= +∞.

Sketch of Proof. 易证 {an}单调递减地趋于 0. 之后利用如下不等式:

0 ≤ anan+1

an − an+1
≤ a2n

an − an+1
=

1

an − an+1

∞∑
k=n

(a2k − a2k+1) ≤
∞∑
k=n

a2k − a2k+1

ak − ak+1
.

#

问题 1.10 (Kummer判别法 *). 设 an, bn为正数列.

(1)若存在 θ > 0,使得
bn
bn+1

an − an+1 ≥ θ,则级数
∞∑
n=1

bn收敛;

(2)若
∞∑
n=1

1

an
发散且

bn
bn+1

an − an+1 ≤ 0,则级数
∞∑
n=1

bn发散.

Sketch of Proof. (1)因 anbn − an+1bn+1 ≥ θbn+1 > 0,故 {anbn}单调减. 又因 anbn ≥ 0,故 {anbn}收

敛. 从而
∞∑
n=1

(anbn − an+1bn+1)收敛,利用比较判别法即可.

(2)因
ak
ak+1

≤ bk+1

bk
,对 k = 1, · · · , n− 1,把这些不等式乘起来,有

a1
an

≤ bn
b1

. #
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