
6 含参变量的广义积分

知识点回顾：

• 一致收敛的概念; Cauchy收敛准则.

• Weierstrass判别法, Dirichlet/Abel判别法.

• 含参变量的广义积分一致收敛的性质: 连续性 (极限与积分交换次序);可积性 (交换积分次序);
可微性 (积分号下求导).

• Γ函数与 B 函数.

问题 6.1. 判断下列含参变量的积分在指定区间上的一致收敛性 :

(1) I(y) =

∫ +∞

0
ye−xy dx,其中参数 y ∈ [ε, 1], ε > 0.

(2) I(y) =

∫ +∞

0
ye−xy dx,其中参数 y ∈ (0, 1].

(3) I(y) =

∫ +∞

0
e−xy sinx dx,其中参数 y ∈ [ε,+∞), ε > 0.

(4) I(y) =

∫ +∞

0
e−xy sinx dx,其中参数 y ∈ (0,+∞).

(5) I(p) =

∫ +∞

0

sin(x2)
1 + xp

dx,其中参数 p ∈ [0,+∞).

Solutions. (1)对任意 y ∈ [ε, 1],有 |ye−xy| ≤ e−εx. 由Weierstrass判别法可知一致收敛.

(2)取 Xn = n, yn = 1/n,有∣∣∣∣∫ ∞

Xn

yne
−xyn dx

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∫ ∞

n

1

n
e−

x
n dx

∣∣∣∣ = ∫ ∞

1
e−t dt = 1.

故不一致收敛.

(3)对任意 y ∈ [ε,+∞),有 |e−xy sinx| ≤ e−εx. 由Weierstrass判别法可知一致收敛.

(4) Idea: 我们先计算 IX(y) =

∫ +∞

X
e−xy sinx dx. 然后找序列 Xn → +∞ 和 yn → 0, 使得

|IXn(yn)|有一致的正下界,即可说明不一致收敛.
分部积分两次,可得

IX(y) =

∫ +∞

X
e−xy sinx dx = −e−xy cosx

∣∣x=+∞
x=X

− y

∫ +∞

X
e−xy cosx dx

= e−Xy cosX − y

(
e−xy sinx

∣∣x=+∞
x=X

− y

∫ +∞

X
e−xy sinx dx

)
= e−Xy(cosX − y sinX)− y2IX(y).

故

IX(y) =
e−Xy(cosX − y sinX)

1 + y2
.
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取 Xn = 2nπ, yn = 1
2nπ ,则

|IXn(yn)| =
e−1

1 + 1
(2nπ)2

≥ 1

2e
.

(5)利用 Dirichlet判别法,一致收敛. #

问题 6.2. 通过对参数积分或求导的方法,求下列积分 :

(1) 求 I(y) =

∫ +∞

0
e−x sinxy

x
dx,其中 y ∈ [0,+∞).

(2) 借助 I(y) =

∫ +∞

0
e−xy sinx

x
dx,来求 Dirichlet积分 J =

∫ +∞

0

sinx
x

dx.

(3) 借助 I(a) =

∫ +∞

0

log(1 + ax2)

1 + x2
dx,来求积分 J =

∫ +∞

0

log(1 + x2)

1 + x2
dx.

Solutions. (1)先验证积分号下求导的条件. 记被积函数为 f(x, y) = e−x sinxy
x .

•对任意 y ∈ [0,+∞), I(y)收敛;
•由 |fy(x, y)| = |e−x cosxy| ≤ e−x,可知

∫ +∞
0 fy(x, y) dx关于 y ∈ [0,+∞)一致收敛;

因此, I(y)可导,且可在积分号下求导. 有

I ′(y) =

∫ +∞

0
e−x cosxy dx = −e−x cosxy

∣∣∣∣x=+∞

x=0

− y

∫ +∞

0
e−x sinxy dx

= 1− y

(
−e−x sinxy

∣∣∣∣x=+∞

x=0

+ y

∫ +∞

0
e−x cosxy dx

)
= 1− y2I ′(y).

故 I ′(y) = 1
1+y2

,结合 I(0) = 0,可得 I(y) = arctan y.

(2)先验证积分号下求导的条件. 记被积函数为 f(x, y) = e−xy sinx
x .

•对任意 y ∈ [0,+∞), I(y)收敛;用 Abel判别法还可以证明 I(y)对于 y ∈ [0, 1]是一致收敛的.
故 I(y)在原点处连续.

•对任意 δ > 0和 y ∈ [δ,+∞),有 |fy(x, y)| = | − e−xy sinx| ≤ e−δx,用Weierstrass判别法可知∫ +∞
0 fy(x, y) dx关于 y ∈ [δ,+∞)一致收敛;
因此, I(y) 在 [δ,+∞) 上可导, 且可在积分号下求导. 因为可导是局部性质, 由 δ 的任意性, I(y) 在
(0,+∞)上可导,且

I ′(y) =

∫ +∞

0
−e−xy sinx dx = e−xy cosx

∣∣∣∣x=+∞

x=0

− y

∫ +∞

0
e−xy cosx dx

= −1− y

(
e−xy sinx

∣∣∣∣x=+∞

x=0

+ y

∫ +∞

0
e−xy sinx dx

)
= −1− y2I ′(y).

故 I ′(y) = − 1
1+y2

,可得 I(y) = − arctan y + C. 因

0 ≤ |I(y)| ≤
∫ +∞

0

∣∣∣∣e−xy sinx
x

∣∣∣∣ dx ≤
∫ +∞

0
e−xy dx =

1

y
.
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故 limy→+∞ I(y) = 0,从而 C = π
2 . 最后, J = I(0) = limy→0 I(y) =

π
2 .

(3)先验证积分号下求导的条件. 记被积函数为 f(a, x) = log(1+ax2)
1+x2 .

•当 x充分大时, |f(a, x)| ≤ Cx−3/2 对任意 a ∈ [0,+∞)一致成立. 由Weierstrass判别法, I(a)
在 [0,+∞)上一致收敛,故 I(a)在连续.

•对任意 δ > 0和 a ∈ [δ,+∞),有

|fa(a, x)| =
∣∣∣∣ x2

(1 + ax2)(1 + x2)

∣∣∣∣ ≤ 1

1 + δx2

用Weierstrass判别法可知
∫ +∞
0 fa(a, x) dx关于 a ∈ [δ,+∞)一致收敛;

因此, I(a) 在 [δ,+∞) 上可导, 且可在积分号下求导. 因为可导是局部性质, 由 δ 的任意性, I(a) 在
(0,+∞)上可导,且对于 a > 0, a ̸= 1,有

I ′(a) =

∫ +∞

0

x2

(1 + ax2)(1 + x2)
dx

=
1

a− 1

∫ +∞

0

1

1 + x2
− 1

1 + ax2
dx

=
1

a− 1

(
1− 1√

a

)
π

2
=

1

(
√
a+ 1)

√
a

π

2
.

积分得 I(a) = π log(1 +
√
a) + C. 因 I(a)连续,故该表达式对 a = 0, 1也成立. 因 I(0) = 0,故

C = 0,从而 J = I(1) = π log 2. #

问题 6.3. (1)证明: Γ函数和 B 函数之间有如下关系: 对任意 p, q > 0,有

B(p, q) =
Γ(p)Γ(q)

Γ(p+ q)
.

(2)证明:B(p, q) = 2

∫ π
2

0
cos2p−1 θ sin2q−1 θ dθ.

(3)利用 Γ函数和 B 函数求下列无穷积分:

I(α) = 2

∫ +∞

0
x2α−1e−x2 dx, I =

∫ 1

0

dx√
1− x1/4

.

Proof. (1)对任意 p, q > 0，考虑 Gamma函数的乘积表达式：

Γ(p)Γ(q) =

∫ ∞

0
xp−1e−xdx

∫ ∞

0
yq−1e−ydy.

看成二重积分,做变量替换 x = tz，y = (1− t)z，得：

Γ(p)Γ(q) = Γ(p+ q)

∫ 1

0
tp−1(1− t)q−1dt = Γ(p+ q)B(p, q).

(2)在 Beta函数定义中，令 t = cos2 θ，则积分变为：

B(p, q) = 2

∫ π
2

0
cos2p−1 θ sin2q−1 θdθ.
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(3)第一个积分,做变量替换 t = x2,得 I(α) = Γ(α).

第二个积分,变量替换 t = x1/4，得 I = 4B

(
4,

1

2

)
=

128

35
. #

问题 6.4. 设 y(x) =

∫ +∞

0

e−tx

1 + t2
dt. 证明 :

(1) y(x)在 [0,+∞)上连续,且 limx→+∞ y(x) = 0;

(2) y(x)在 (0,+∞)上二阶连续可导,且可以在积分号下求两次导数 ;

(3) y(x)满足微分方程 y′′ + y =
1

x
.

Sketch of Proof. (1)记被积函数 f(x, t) = e−tx

1+t2
. 由 |f(x, t)| ≤ e−tx,用 Werierstrass判别法可得, y(x)

在 [0,+∞)上一致收敛,且

0 ≤ y(x) ≤
∫ ∞

0
e−tx dt ≤ 1

x
.

因此 limx→+∞ y(x) = 0.

(2)对任意 δ > 0,因 |fx(x, t)|, |fxx(x, t)| ≤ e−δt 对任意 x ∈ [δ,+∞)一致成立,故
∫∞
0 fx(x, t) dt

和
∫∞
0 fxx(x, t) dt在 [δ,+∞)上一致收敛. 因此 y(x)在 [δ,+∞)上二阶连续可导,且可以在积分号下

求两次导数. 由 δ的任意性,这在 (0,+∞)上都成立.
(3)直接计算得：

y′′ + y =

∫ ∞

0

t2e−tx

1 + t2
dt+

∫ ∞

0

e−tx

1 + t2
dt =

∫ ∞

0
e−txdt =

1

x
.

问题 6.5. 设 f(x)在 [0, 1]上连续. 考虑 I(y) =

∫ 1

0

yf(x)

x2 + y2
dx. 证明 :

(1) I(y)在 (0, 1)上连续 ;

(2) I(y)在原点处连续当且仅当 f(0) = 0.

Sketch of Proof. (1)对任意给定的 y0 ∈ (0, 1),当 y ∈
[y0
2 , 1

]
时, I(y)是含参变量的正常积分,由被积

函数的连续性,可得 I(y)在 y0处的连续性. 因 y0是任意的,故 I(y)在 (0, 1)上连续.

(2)显然 I(0) = 0. 所以我们需要证明 limy→0 I(y) = 0当且仅当 f(0) = 0.下面我们来求 I(y)在

原点处的极限. 因为原点有可能是瑕点,所以我们将积分分成两段来考虑.
对任意给定的 y ∈ (0, 1],将 I(y)拆成两部分

I(y) =

∫ 1

0

yf(x)

x2 + y2
dx =

∫ ya

0

yf(x)

x2 + y2
dx+

∫ 1

ya

yf(x)

x2 + y2
dx := I1(y) + I2(y),

其中 a > 0待定.
•对于 I2. 因 f 连续,故有界,设 |f | ≤ M . 此时

|I2(y)| ≤ M

∫ 1

ya

y

x2 + y2
dx ≤ M

y

y2a + y2
.

因此,只要取 a < 1/2 ,就有 limy→0 I2(y) = 0. 不妨取 a = 1
4 .
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•对于 I1. 由积分中值定理,

I1(y) =

∫ y1/4

0

yf(x)

x2 + y2
dx = f(ξ)

∫ y1/4

0

y

x2 + y2
dx = f(ξ) arctan y−

3
4

其中 ξ ∈ [0, y
1
4 ]. 因此 limy→0 I1(y) = f(0)

π

2
. (或者结合 f 的连续性,用 ε− δ语言也可以严格证明这

个结论.)
综上, limy→0 I(y) = f(0)π2 ,其等于 0当且仅当 f(0) = 0.
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