
11 隐函数定理和极值问题

Theorem 11.1 (隐函数定理). 设 F = F (x, y) 在点 (x0, y0) 附近是 C1 的. 若 (x0, y0) 满足方程

F (x0, y0) = 0,而且
∂F

∂y
(x0, y0) ̸= 0.

则方程F (x, y) = 0在x0的某个邻域 (x0−δ, x0+δ)上确定了隐函数 y = f(x),并且 f ∈ C1(x0 − δ, x0 + δ) ,
其导数为

f ′(x) = −Fx(x, y)

Fy(x, y)
= −Fx(x, f(x))

Fy(x, f(x))
.

更一般的形式:

Theorem11.2. 设F,G在 (x0, y0, u0, v0)附近是C1的. 若 (x0, y0, u0, v0)满足方程组

F (x0, y0, u0, v0) = 0

G(x0, y0, u0, v0) = 0
,

而且在 (x0, y0, u0, v0)处的 Jacobi行列式

J =

∣∣∣∣D(F,G)

D(u, v)

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣Fu Fv

Gu Gv

∣∣∣∣∣ = FuGv − FvGu ̸= 0.

则方程组

F (x, y, u, v) = 0

G(x, y, u, v) = 0
在 (x0, y0) 的某个邻域 Bδ(x0, y0) 内确定了隐函数

u = u(x, y)

v = v(x, y)
,

并且 (u, v) ∈ C1(Bδ(x0, y0)). 其导数可以通过链式法则来计算.

问题 11.3. 求下列方程确定的隐函数 y = y(x)的导数 :

(1) sin(xy)− exy − x2y = 0;

(2) yx − y − 1 = 0.

Solution. (1)记 F (x, y) = sin(xy)− exy − x2y,则

Fx = y cos(xy)− yexy − 2xy,

Fy = x cos(xy)− xexy − x2.

则对于使 x cos(xy)− xexy − x2 ̸= 0的 (x, y),在 x处,隐函数 y = y(x)的导数为:
dy
dx

= −Fx

Fy
= −y cos(xy)− yexy − 2xy

x cos(xy)− xexy − x2
.

(2)记 F (x, y) = yx − y − 1,则

Fx = yx ln y,

Fy = xyx−1 − 1.

则对于使 xyx−1 − 1 ̸= 0的 (x, y),在 x处,隐函数 y = y(x)的导数为:
dy
dx

= −Fx

Fy
= − yx ln y

xyx−1 − 1
.
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问题 11.4. 由方程组


x = u+ v

y = u2 + v2

z = u3 + v3

确定函数 z = z(x, y). 求 x = 0, y =
1

2
, u =

1

2
, v = −1

2
时,

∂z

∂x

和
∂z

∂y
的值.

Solution. 两种看法,一种是直接利用这三个方程确定 (u, v, z)是关于 (x, y)的函数. 另一种看法是,利
用前两个方程确定 (u, v)是关于 (x, y)的函数,再结合 z = u3 + v3得到 z是关于 (x, y)的函数. 我们
采用第二种看法.
记 F (x, y, u, v) = x− u− v,G(x, y, u, v) = y − u2 − v2,在

(
0, 12 ,

1
2 ,−

1
2

)
处, Jacobi行列式

J =

∣∣∣∣D(F,G)

D(u, v)

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣ −1 −1

−2u −2v

∣∣∣∣∣
(u,v)=( 1

2
,− 1

2)

= −2 ̸= 0.

因此在
(
0, 12 ,

1
2 ,−

1
2

)
附近 (u, v)是关于 (x, y)的 C1函数.

在前两个方程两边对 x求导,得1 = ux + vx

0 = 2uux + 2vvx

=⇒


ux =

v

v − u

vx =
u

u− v

在
(
0, 12 ,

1
2 ,−

1
2

)
处,有 ux =

1

2
, vx =

1

2
.

同样,在前两个方程两边对 y求导,得0 = uy + vy

1 = 2uuy + 2vvy

=⇒


uy =

1

2(u− v)

vy =
1

2(v − u)

在
(
0, 12 ,

1
2 ,−

1
2

)
处,有 uy =

1

2
, vy = −1

2
.

最后,由链式法则,在
(
0, 12 ,

1
2 ,−

1
2

)
处,有

zx = 3(u2ux + v2vx) =
3

4

zy = 3(u2uy + v2vy) = 0.

#

问题 11.5. 假设 C1函数

u = u(x, y)

v = v(x, y)
有 C1反函数

x = x(u, v)

y = y(u, v)
. 证明:

D(u, v)

D(x, y)
· D(x, y)

D(u, v)
= 1.
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Proof. 由

u = u(x, y)

v = v(x, y)
,其中 x = x(u, v), y = y(u, v). 在两端对 u求导,得

1 = uxxu + uyyu

0 = vxxu + vyyu

解二元一次方程,得
xu =

vy
uxvy − uyvx

, yu = − vx
uxvy − uyvx

两端对 v求偏导数,得 0 = uxxv + uyyv

1 = vxxv + vyyv

解二元一次方程,得
xv = − uy

uxvy − uyvx
, yv = − ux

uxvy − uyvx
.

因此

D(x, y)

D(u, v)
=

(
xu xv

yu yv

)
= xuyv − xvyu

=
uxvy − uyvx

(uxvy − uyvx)2
=

1

D(u, v)

D(x, y)

.

问题 11.6. 设 xu+ yv = 0,

uv − xy = 5.

求当 x = 1, y = −1, u = 2, v = 2时,
∂2u

∂x2
和

∂2v

∂x∂y
的值.

Solution. 记 F (x, y, u, v) = xu+ yv,G(x, y, u, v) = uv − xy − 5. 在 (1,−1, 2, 2)处, Jacobi行列式

D(F,G)

D(u, v)
=

∣∣∣∣∣Fu Fv

Gu Gv

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣x y

v u

∣∣∣∣∣ = xu− yv

∣∣∣∣
(x,y,u,v)=(1,−1,2,2)

= 4 ̸= 0

故在 (x, y) = (1,−1)附近,该方程组确定了 (u, v)是关于 (x, y)的 C1函数.
在方程组两边对 x求导,得 u+ xux + yvx = 0,

uxv + uvx − y = 0.
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由此解得,

ux = − u2 + y2

xu− yv
, vx =

xy + uv

xu− yv
.

在方程组两边对 y求导,得 xuy + v + yvy = 0,

uyv + uvy − x = 0.

由此解得,

uy =
uv + xy

xu− yv
, vy =

x2 + y2

xu− yv
.

当 (x, y, u, v) = (1,−1, 2, 2)时,

ux = −5

4
, uy = −3

4

vx =
3

4
, vy =

5

4
.

下面求二阶导数. 因 (u, v)在 (x, y) = (1,−1)附近是C1的,由前面计算的表达式可知, ux, uy, vx, vy
在 (x, y) = (1,−1)附近也是 C1的. 由此,直接求导即可求得二阶导数.

uxx = ∂x

(
− u2 + y2

xu− yv

)
= −2uux(xu− yv)− (u2 + y2)(u+ xux − yvx)

(xu− yv)2

∣∣∣∣
(x,y,u,v)=(1,−1,2,2)

=
55

32
.

vxy = ∂y

(
xy + uv

xu− yv

)
=

(x+ uyv + uvy)(xu− yv)− (xy + uv)(xuy − v − yvy)

(xu− yv)2

∣∣∣∣
(x,y,u,v)=(1,−1,2,2)

=
25

32
.

问题 11.7. 求函数 f(x, y) =
1

2
(xn + yn)在约束条件 x+ y = A, A > 0下的最小值. 并由此证明:

1

2
(xn + yn) ≥

(
x+ y

2

)n

.

Proof. 考虑 Lagrange乘子:

F (x, y, λ) =
1

2
(xn + yn) + λ(x+ y −A).

解方程组: 
Fx =

n

2
xn−1 + λ = 0,

Fy =
n

2
yn−1 + λ = 0,

Fλ = x+ y −A = 0.

解得

x = y =
A

2
, λ = − n

2n
An−1.

代入 λ = − n

2n
An−1,在 (x, y) =

(
A
2 ,

A
2

)
处, F 的 Hessian矩阵

D2F

(
A

2
,
A

2

)
=

(
n(n−1)
2n−1 An−2 0

0 n(n−1)
2n−1 An−2

)
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是正定的. 因此 (x, y) =
(
A
2 ,

A
2

)
是条件极小值点. 又因为它是唯一的极值点,故它还是最小值点. 因

此在约束条件 x+ y = A下,有

1

2
(xn + yn) ≥

(
A

2

)n

=

(
x+ y

2

)n

.

#
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