
6 中值定理与 Taylor展开

知识点回顾:

• Rolle中值定理, Lagrange中值定理, *Cauchy中值定理;

• L’ Hospital法则;

• Taylor展开: Peano余项和 Lagrange余项.

• 极值原理. Idea of Maximum Principle in “PDE”

问题 6.1. 求极限 :

(1) lim
x→0

1− x2 − e−x2

x sin3 x
;

(2) lim
x→∞

(π
2
− arctanx

) 1
log x

;

(3) lim
x→0

√
1 + 2x− (1 + x)

x2
;

(4) lim
x→0

(
1

x
− 1

sinx

)
.

Solution. (1)等价无穷小替换：x → 0时，sinx ∼ x，故 sin3 x ∼ x3，分母 x sin3 x ∼ x4；在利用 Taylor
展开：e−x2

= 1− x2 + x4

2 + o(x4)(展到 x4 项),故分子可化简为: 1− x2 −
(
1− x2 + x4

2

)
+ o(x4) =

−x4

2 + o(x4);因此

原极限 = lim
x→0

−x4

2 + o(x4)

x4
= −1

2

(2)做变形

lim
x→∞

(π
2
− arctanx

) 1
log x

= lim
x→+∞

e
1

log x ·log(
π
2
−arctanx).

下计算指数上的极限,由 L’Hospital法则,

lim
x→+∞

1

logx
· log

(π
2
− arctanx

)
= lim

x→+∞

1
π
2 − arctanx

· −x

1 + x2

= lim
x→+∞

1/x
π
2 − arctanx

· lim
x→+∞

−x2

1 + x2

= − lim
x→+∞

−1/x2

−1/1 + x2
= −1.

因此,原极限 = e−1.
(3)利用 Taylor展开：

√
1 + 2x = 1+x− x2

2 +o(x2)（展到 x2项,故分子可化简为
(
1 + x− x2

2

)
−

(1 + x) + o(x2) = −x2

2 + o(x2). 因此

原极限 = lim
x→0

−x2

2 + o(x2)

x2
= −1

2

(4)利用等价无穷小 sinx ∼ x和 Taylor展开 sinx− x ∼ −x3

6 + o(x3),可知

原极限 = lim
x→0

sinx− x

x sinx
= lim

x→0

−x3

6 + o(x3)

x2
= 0

1



#

问题 6.2. 求函数

f(x) =
1 + x+ x2

1− x+ x2

在 x = 0处的 Taylor展开 (展到 x4项),并求 f (4)(0).

Solution. 将 f 变形再利用
1

1− x
的 Taylor展开,可知

f(x) = 1 +
2x

1− x+ x2
= 1 +

2x

1− (x− x2)

= 1 + 2x[1 + (x− x2) + (x− x2)2 + (x− x2)3 + o(x3)]

= 1 + 2x+ 2x3 − 2x4 + o(x4).

看其 x4项系数可知,

−2 =
f (4)(0)

4!
=⇒ f (4) = −48.

#

问题 6.3. 设 f ∈ C[a,+∞),在 (a,+∞)内可导,且 lim
x→+∞

f(x) = f(a). 证明: 存在 ξ ∈ (a,+∞),使得
f ′(ξ) = 0.

Proof. 若 f ≡ f(a),则结论显然. 故不妨设存在 b > 0,使得 f(b) > f(a). 任取 η ∈ (f(a), f(b)). 由连
续函数的介值定理,存在 x1 ∈ (a, b),使得 f(x1) = η.

另一方面,又因为 lim
x→+∞

f(x) = f(a),故存在 A > 0,使得对于任意 x ∈ [A,+∞),有

|f(x)− f(a)| < η − f(a)

2
=⇒ f(x) ≤ η + f(a)

2
< η.

特别地, f(A) < η. 在区间 [b, A]上再用介值定理可知,存在 x2 ∈ (b, A),使得 f(x2) = η.
最后,由 Rolle定理,存在 ξ ∈ [x1, x2],使得 f ′(ξ) = 0.

问题 6.4. 设 f ∈ C1(R),且 f(x1) = f(x2) = 0,其中 x1 ̸= x2. 证明:
(1)存在 ξ1 ∈ [x1, x2],使得 f(ξ1) + f ′(ξ1) = 0;

(2)存在 ξ2 ∈ [x1, x2],使得 sin ξ2 · f(ξ2) + f ′(ξ2) = 0;

Proof. (1)考虑辅助函数 F (x) = exf(x),则 F (x1) = F (x2) = 0. 由 Rolle定理,存在 ξ1 ∈ [x1, x2],使
得

0 = F ′(ξ1) = eξ1(f(ξ1)) + f ′(ξ1).

(2)同样的方法,考虑辅助函数 G(x) = e− cosxf(x)即可.

问题 6.5 (Darboux中值定理;导函数的介值性). 设 f 在 [a, b]上可导,且 f ′(a) < f ′(b). 证明: 对任意
ξ ∈ (f ′(a), f ′(b)),存在 c ∈ (a, b),使得 f ′(c) = ξ.
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Proof. 考虑 g(x) = f(x)− ξx,我们希望证明存在 c ∈ (a, b),使得 g′(c) = 0.
首先, g′(a) = f ′(a) − ξ < 0. 我们断言, 一定存在 x1 ∈ (a, b), 使得 g(x1) < g(a). 若不然, 则

g(x) ≥ g(a), ∀x ∈ (a, b). 从而

g′(a) = lim
x→a

g(x)− g(a)

x− a
≥ 0. 矛盾!

同样的方法,因 g′(b) = f ′(b)− ξ > 0,故存在 x2 ∈ (a, b),使得 g(x2) < g(a). 因此, g在 [a, b]上的

最小值不会在边界上取到,只会在内部取到. g的内部最小值点即是导数为 0的点 (Fermat原理).

极值原理 (Maximum Principle)

极值原理是现代偏微分方程 (PDE)研究中最基本、最重要的工具. 究其本质,它只用到了如下结
论:

Proposition 6.6. (1) [Fermat原理]设 f 在 [a, b]上可导,若 x0 ∈ (a, b)是 f 的极值点,则 f ′(x0) = 0.
(2)设 f 在 [a, b]上二阶可导,若 x0 ∈ (a, b)是 f 的极大值点,则 f ′′(x0) ≤ 0;若 x0 ∈ (a, b)是 f

的极小值点,则 f ′′(x0) ≥ 0.

Proposition 6.7 (弱极值原理). 对于二阶可导的凸函数,它的最大值一定在边界上达到.
即设 f 在 [a, b]上二阶可导,且 f ′′ ≥ 0,则

max
x∈[a,b]

f(x) = max{f(a), f(b)}.

Corollary 6.8 (比较原理). 设 f, g在 [a, b]上二阶可导,且f ′′ ≤ g′′;

f(a) ≥ g(a), f(b) ≥ g(b).

则 f ≥ g.

Proposition 6.9 (强极值原理). 对于二阶可导的凸函数,若它在内部取到最大值,则它只能为常函数.
即设 f 在 [a, b]上二阶可导,且 f ′′ ≥ 0. 若 f 在 x0 ∈ (a, b)处取得最大值,则 f ≡ f(x0).

问题 6.10. 设 f 在 [0, 1]上二阶可导, |f ′′(x)| ≤ 1. 证明:

|f(x)− f(0)(1− x)− f(1)x| ≤ x(1− x)

2
.

Proof. 定义 f̃(x) = f(x) − f(0)(1 − x) − f(1)x,则 f(0) = f(1) = 0. 考虑 g(x) =
x(x− 1)

2
, h(x) =

−x(x− 1)

2
. 则 

h′′ ≥ f ′′ ≥ g′′

h(0) = f̃(0) = g(0) = 0

h(1) = f̃(1) = g(1) = 0

由比较原理, g ≥ f̃ ≥ h. .
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